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Ejercicio 1. Opcién A. Algebra
. 2 10 b 0 .
Dadas las matrices A = (_1 0 2), B = (1 b> se pide:

a) Calcular el determinante de A*A.

b) Calcular el rango de BA en funcién de b.
c) Calcular B~! para b = 2.

d) Para b = 1, calcular B®.

Solucién:

a) Calcular el determinante de A*A.

Calculamos la traspuesta de A:

2 -1
At=11 0
0 2
Calculamos el producto A!A:
2 -1 9 1 4+1 240 0-2 5 2 =2
AtA=1(1 0 <_1 0 2)2 240 1+0 0+0)=(2 1 O
0 2 0-2 040 0+4 -2 0 4
Calculamos el determinante:
5 2 =2
det(A'A)=1]2 1 0
-2 0 4

=51-4-0-0)—2(2-4—0-(=2)) + (=2)(2-0—1-(-2))
=5(4) — 2(8) — 2(2)
=20-16—4=0

|det(A*A) = 0

b) Calcular el rango de BA en funcién de b.
Bes2x2, Aes2x3. El producto BA sera 2 x 3.

b 0N\/2 1 0 b(2) +0(—1) b(1)+0(0) b(0)+ 0(2) 2 b 0
BA:<1 b) (—1 0 2>:<1(2)+b(—1) 1(1) 4 b(0) 1(0)+b(2)>:<2—b 1 2b>

El rango de una matriz 2 x 3 puede ser como méximo 2. Para determinar el rango, buscamos un menor
de orden 2 no nulo. Consideramos el menor formado por las columnas 2 y 3:

b 0

Mo 23 = ’1 9%

' = b(2b) — 0(1) = 2b*

Si 2b? # 0, es decir, si b # 0, entonces existe un menor de orden 2 no nulo, y Rg(BA) = 2. Si b= 0, la

matriz es:
0 0 O
BA = (2 1 0)

Esta matriz tiene una fila no nula, por lo que su rango es 1.
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Sib#0=Rg(BA) =2 Sib=0= Rg(BA)=1]

c¢) Calcular B~! para b = 2.

2 0

Para b = 2, la matriz es B = (1 9

). Calculamos su determinante: |B| = 2(2) — 0(1) = 4. Como
|B| # 0, existe la inversa. Calculamos la adjunta: Adj(B) = (20 _21) = (g _21> Calculamos la
2

0 . _ .
1 2). La inversa es B~! = ‘—];I(Adj(B))t.

=3 (3= - (8 ).

B~ = <—11//24 1(/)2)

traspuesta de la adjunta: (Adj(B))! = (

d) Para b = 1, calcular B®.

Para b =1, la matriz es B = (1 (1)> Calculamos las primeras potencias:

s nom_ (1 0\(1 O\ _(14+0 0+0)_(1 0
pene=(14) (0 9)=000 00)=G )
5 _ o o (1 0\ (1 0)_(1+0 0+0)_ (1 0
pemn=(y ) (1) =0 0iY)=(5 1)

10
n 1)
Aunque es opcional, podemos intentar demostrarlo por induccién:

Base: n=1, B! = (1 0). Cierto.

Parece seguir el patrén B™ =

1 1

k1

1 0 1 0 140 040 1 0 .
. pktl _ pk.p _ _ _
Paso: B =B B (k 1> <1 1) (k +1 0+ 1) (kz +1 1)' Clerto.

Por lo tanto, para n = 5:
10
5 _
B’ = (5 1) .

s _ (10
= (5 1)

Hipotesis: Suponemos B¥ = (1 O).
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Ejercicio 2. Opcién A. Analisis

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehiculo hibrido. El gasto en
litros de combustible por cada 100 kilémetros en funcién de la velocidad, medida en decenas
de kilémetros por hora, es

a)

b)

c(v>={5; , S0sv<d

14 —4v+ % siv>3.

Si en una primera prueba el vehiculo tiene que circular a mas de 3 decenas de kilémetros
por hora, ja qué velocidad debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?

Si en otra prueba el vehiculo debe circular a una velocidad v tal que 1 < v < 8, ;cuales
seran el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo?

Solucién:

a)

b)

A qué velocidad (v > 3) debe ir el vehiculo para obtener un consumo minimo?

., 2 s : 2
Para v > 3, la funcién consumo es c(v) = 14 — 4v + %-. Buscamos el minimo de esta funcién en el
intervalo (3, 00). Calculamos la derivada:

2v
dv)=—-4+ =
(v) -
Igualamos la derivada a cero para encontrar puntos criticos:
2 2
_4_‘_?”:0 — %:4 = 20=12 = v =6.
El valor v = 6 esta en el intervalo (3, 00). Comprobamos si es un minimo usando la segunda derivada:
2
d'(v) ==
=3

Como ¢’ (6) = 2/3 > 0, la funcion tiene un minimo relativo en v = 6. Como es el tinico punto critico
en (3,00) y es un minimo, es el minimo absoluto en ese intervalo.

’La velocidad para un consumo minimo (con v > 3) es de 6 decenas de km/h (60 km/h).‘

;Cuales seran el maximo y el minimo consumo posibles del vehiculo para 1 < v < 87
Necesitamos encontrar los extremos absolutos de ¢(v) en el intervalo cerrado [1, 8]. Primero, verificamos

la continuidad en el intervalo. La funcion es continua en [0,3) y en [3,00) por ser lineal y polinémica
respectivamente. Estudiamos la continuidad en v = 3.

32 9
CB)=1-4@)+ T =112+ 3=2+3=5

5 5(3
Jim ofw) = i 5 =20 =5

2

v

lim ¢(v) = lim (14—41)—1—) =14-12+3=5.
v—3+ v—3+ 3

Como los limites laterales coinciden con ¢(3), la funcién es continua en v = 3 y, por tanto, en todo

el intervalo [1,8]. Por el Teorema de Weierstrass, existen maximo y minimo absolutos en [1, 8]. Estos

pueden ocurrir en los extremos del intervalo (v = 1,v = 8) o en los puntos criticos dentro del intervalo

(1,8). Los puntos criticos son aquellos donde la derivada es cero o no existe.

3 co
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Derivada en (0, 3): ¢/(v) = 5/3. No se anula nunca.
Derivada en (3,00): ¢/(v) = —4 4 2v/3. Se anula en v = 6. Este punto esta en el intervalo (1,8).
Derivabilidad en v = 3:
d(37)= lim 5/3=5/3
v—37

¢(3%) = lim (~4+20/3) = ~4+2(3)/3 = ~4+2= -2
v—

Como las derivadas laterales son distintas, ¢(v) no es derivable en v = 3. Este es un punto critico.
Los candidatos a extremos absolutos son v = 1, v = 8 (extremos del intervalo), v = 3 (punto de no
derivabilidad) y v = 6 (punto donde ¢’(v) = 0). Evaluamos la funcién en estos puntos:

c(l) = @ =2~ 1.67.
¢(3) = 5.
c(6) =14 —4(6) + & =14 - 24+ 36 = 104+ 12 = 2.
¢(8) =14 —4(8) + & =14 —32 4 8 — 18 4 81 — 5461 _ 10 333
Comparando los valores 5/3, 5, 2, 10/3: El valor minimo es 5/3 (se alcanza en v = 1). El valor maximo
es 5 (se alcanza en v = 3).

Consumo minimo posible: 5/3 litros/100km (a 10 km/h).
Consumo maximo posible: 5 litros/100km (a 30 km/h).
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Ejercicio 3. Opcién A. Geometria

Sean el plano 7 : z =1, los puntos P(1,1,1) y Q(0,0,1) y la recta r que pasa por los puntos
PyQ.

a)
b)

c)

Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano .
Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
Halle una recta que pase por P y tal que su proyeccién ortogonal sobre el plano 7 sea la

recta r, con la cual forme un dngulo de 7 radianes.

Solucién:

a)

b)

Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano 7.

El plano es 7 : z = 1. Para el punto P(1,1,1), su coordenada z es 1. Por tanto, P € w. Para el punto
Q(0,0,1), su coordenada z es 1. Por tanto, @) € .

’Ambos puntos cumplen la ecuaciéon z = 1, por lo que pertenecen al plano .

Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
Recta r:
Pasa por P(1,1,1) y Q(0,0,1). Vector director d, = QP =P —-Q =(1—0,1—0,1—1) = (1,1,0).

Recta buscada ' :
Debe ser paralela a r, por lo que su vector director d,» puede ser el mismo, d,» = (1, 1,0).

Debe estar contenida en el plano z = 0. Esto significa que todos sus puntos deben tener coordenada
z=0.

Necesitamos un punto que pertenezca a z = 0. Podemos elegir el origen O(0,0,0).
La recta r’ pasa por 0(0,0,0) y tiene vector director (1,1,0).

Ecuacion paramétrica de 7':

zc=0+1A= X\
r=¢y=0+1A=X , MeR.
z=0+0\=0

Una recta paralelaaren z=0es 7" : (z,y,2) = ()\,)\,0).‘

Halle una recta que pase por P y tal que su proyecciéon ortogonal sobre el plano 7 sea la
™

recta r, con la cual forme un angulo de 7 radianes.
Sea s la recta buscada. s pasa por P(1,1,1).

La proyeccion ortogonal de s sobre 7 : z = 1 es la recta r.
Vector director de r es d, = (1,1,0).

Sea d, = (a,b,¢) el vector director de s.

Como s pasa por P € m, la proyecciéon de s sobre 7 es la intersecciéon del plano 7 con el plano 7 que
contiene a s y es perpendicular a . El vector normal a 7 es 77 = (0,0,1).

La proyeccion de d, sobre el plano 7 es d, — proj(ds).

5 co
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d, i (a,,¢)-(0,0,1)
iz 12

|
El vector proyectado es (a,b,c) — (0,0, ¢) = (a,b,0).

proj(ds) = (0,0,1) = ¢(0,0,1) = (0,0, ¢).

Este vector proyectado debe ser paralelo a dy = (1,1,0).
Entonces, (a,b,0) = k(1,1,0) para algtn k. Esto implica a = k,b = k.
Podemos tomar k£ = 1, asi que d: = (1,1,¢).

Como la proyeccion es r, s no esta contenida en 7, por lo que ¢ # 0.
El angulo 6 entre s (con ds = (1,1,¢)) y r (con d, = (1,1,0)) es 7 /4.

Usamos la formula del coseno del dngulo entre dos vectores:

Iy - d,
cosf = | = _,‘
|ds||d|
1,1,¢)- (1,1
Cos(z): [(1,1,¢)-(1,1,0)]
4 V12 +12 4+ 2V/12 + 12 + (2
V2 [1(1) +1(1) +¢(0)] 12| 2

2 V2+ V2 V22 + ) Vira2

Elevamos al cuadrado ambos lados:
2
7) ()
2 N 4+ 2c2

2 4 1 4

1 1122 3 1122
14423 =204) = 4+22=8 — 22 =4 — =2 — c=+V2.

Hay dos posibles vectores directores para s: d;l = (1,1, \/5) y d;z = (1,1,—+/2). Como la recta s pasa
por P(1,1,1), las ecuaciones son:

s1=(z,y,2) = (1,1,1) + A(1,1,V?2)

s9 = (z,y,2) = (1,1,1) + M(1,1, —V2)

Las posibles rectas son:
s1: (z,y,2) = (1+)\,1+)\,1—|—\/§)\)
s (x,y,2) = (14 X1+ A,1—2))
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Ejercicio 4. Opcién A. Probabilidad

Sabiendo que P(A) = 0.5, P(A|B) = 0.625 y P(A U B) = 0.65, se pide calcular:

a) P(B)y P(An B).
b) P(A|[AUB)y P(ANn B|AU B).

Solucién:

a) P(B)y P(An B).
Usamos la definicién de probabilidad condicionada:
P(ANB
PllB) = T
P(ANB)
P(B)
Usamos la férmula de la probabilidad de la unién:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

0.625 = — P(ANB)=0.625- P(B)

Sustituimos los valores conocidos y la expresion para P(A N B):
0.65 = 0.5+ P(B) — (0.625 - P(B))
0.65 — 0.5 = P(B)(1 — 0.625)

0.15 = P(B)(0.375)

015 150 30 6 2,
0375 375 75 15 5

P(B) = =
Ahora calculamos P(A N B):

P(ANB)=0.625-P(B) =0.625-0.4 = 0.25

|P(B)=0.4 y P(ANB)=0.25]

b) P(A|JAUB)y P(AN B|AU B).

Calculamos P(A|AU B):

P(A|AUB) = P(é&(‘é ;)B))

Dado que A C (AU B), la interseccion AN (AU B) es simplemente A.

_ P(A) 05 50 10
P(A‘AUB)_P(AUB)_0.65_65_13

Calculamos P(AN B|AU B):
P((ANnB)N(AUB))
P(AUB)
Dado que (AN B) C (AU B), la interseccion (AN B)N(AUB) es AN B.
P(ANB) 025 25 5

P(ANBJAUB) = —— 2 = =22 _ 22 _ 2
(ANBlAUE) P(AUB) 065 65 13

P(ANB|AUB) =

10 5
P(AJAUB)= - y P(ANBJAUB)=

7
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Ejercicio 1. Opcién B. Algebra

Dado el sistema
—2rx+4+y+kz =1
kx —y— =z =0
—y+(k—1)z =3
se pide:

a) Discutirlo en funcién del parametro k.
b) Resolverlo para k = 3.

c) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solucién particular con x = 2.

Solucién:

a) Discutirlo en funcién del parametro k.

Matrices del sistema:

-2 1 k
Matriz de coeficientes A= | & -1 -1
0 -1 k-1
—2 1 k 1
Matriz ampliada A* = k. -1 -1 |0
0 -1 k£—-11|3
Determinante de A:
-1 -1 k -1 kE -1
|A|_-2’1 k1’_1‘0 k1’+k‘0 1‘

= —2(—(k—=1) = (=1)(=1)) = 1(k(k — 1) = 0) + k(—k — 0)
= 2(—k+1-1)— (k* — k) — k?
=—2(-k)—k*+k—k*

=2k — 2k* + k = 3k — 2k?

= k(3 — 2k)

El determinante se anulasi k=003 -2k =0 = k =3/2.

Discusion por casos (Teorema de Rouché-Frobenius):

Caso 1: Si k#0y k # 3/2. En este caso, |A| # 0, por lo tanto Rg(A4) = 3. Como la matriz ampliada
A* es 3 x 4, su rango es como maximo 3. Dado que Rg(A) = 3, necesariamente Rg(A*) = 3. Como
Rg(A) = Rg(A*) = 3 (namero de incognitas), el sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

-2 1 0

Caso 2: Sik=0. |[A]=0. Lamatriz Aes | 0 -1 —1]. El menor _02 11’ =2#0. Por lo
0o -1 -1
-2 1 0|1

tanto, Rg(A) = 2. La matriz ampliada A* es 0 -1 —1]0 |. Consideramos el menor formado

0o -1 —-1|3
por las columnas 1, 2 y 4:

-2 1
0

. -1 0
0 -1

1
g :—2‘1 3‘:—2(—3—0):67&0.

Existe un menor de orden 3 no nulo en A*, por lo que Rg(A4*) = 3. Como Rg(A) = 2 # Rg(4*) = 3,
el sistema es Incompatible (S.I.).

8 co
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—2 1 3/2 I
Caso 3: Si k =3/2. |A| =0. Lamatriz Aes (3/2 —1 —1]. El menor =2-3/2=
3/2 -1
0 -1 1/2
—2 1 3/2|1

1/2 # 0. Por lo tanto, Rg(A) = 2. La matriz ampliada A* es | 3/2 —1 -1 |0 |. Comprobamos
0 -1 1/23
el rango de A* orlando el menor 2 X 2 no nulo con la cuarta columna y la tercera fila.

-2 1 1

3/2 -1 0 2’:} 2‘1‘362 g‘+1’362 j‘
0 -1 3
9 3 12
==2(=3) = 1(9/2) + 1(=3/2) =6 — 5 — 5 =6 =6-6=0.

Como el tnico menor de orden 3 relevante es cero, Rg(A*) = 2. Como Rg(A4) = Rg(4*) =2 < 3
(namero de incognitas), el sistema es Compatible Indeterminado (S.C.I.) con un grado de libertad.

Si k#0,k+#3/2= S.C.D.
Si k=0= S.I
Si k=3/2= S.C.L.

b) Resolverlo para k = 3. Para k = 3, estamos en el Caso 1 (S.C.D.). Usamos la Regla de Cramer.

-2 1 3
A=13 -1 —1|.]A=3(3)-2(3%)=9-18=-9.
0 -1 2
1 1 3
0 -1 -1
e 3 -1 2] 1(-2-1)-1(0—-(=3)+3(0—(=3)) _ -3-3+9 3 1
|A] -9 -9 -9 3
-2 1 3
3 0 -1
03 2] —20-(-3)-1(6-0)+319-0) —6-6+27 15 5
v= Al - —9 - 9 T 9w
-2 1 1
3 -1 0
L 0 -1 3 —-2(3-0-19-0+1(-3-0) 6-9-3 —6 2
|A] -9 -9 -9 3

lx=-1/3, y=-5/3, z=2/3]

c) Resolverlo para k = 3/2y especificar, si es posible, una solucién particular con x = 2. Para

k = 3/2, estamos en el Caso 3 (S.C.I.). Rg(A) = 2. El sistema es equivalente a tomar dos ecuaciones
linealmente independientes. Usamos las dos primeras:

Sr—y—2=0

{2z+y+gzl
2
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Pasamos z al otro lado como parametro: z = A.
“2z+y=1-32X
%x —y=A
Sumamos las dos ecuaciones: 5
(=2+3/2)x =1~ A+ )

1 1

1
x:—2(1—§)\):—2+)\
Sustituimos x en la segunda ecuacién para hallar y:

y=§x—/\:§(—2+/\)—/\:—3+3

1
SA—A=-3+-A
2 2 2 513

La solucion general es (z,y,2) = (=2 + A\, -3+ %)\, A) para A € R.
Buscamos la solucién particular con x = 2.

r=-2+1=2 = A=4

Sustituimos A = 4 en la solucién general:

1
y:73+§(4):73+2:71

z=4

La solucion particular es (2, —1,4).

Solucién general (k=3/2): (z,y,2z) = (=24+ X, =3+ A/2,A),A €R
Solucién particular (x=2): (2, —1,4)

10

&
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Ejercicio 2. Opcién B. Analisis

Dadas las funciones f(z) = 2 + 2z — 222, g(z) = 2 — 6x + 422 + 223 se pide:

a) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(z)].
b) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f(xz),y =g(xz),z =0y = = 2.
Solucidn:

a) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(x)|.

f(x) = =222 + 22+ 2. h(x) = | — 222 + 22+ 2|. La funciéon f(x) es una parébola (continua y derivable

en R). La funcién h(z) = |f(x)| es continua en R. La derivabilidad puede fallar en los puntos donde

f(x) = 0. Buscamos las raices de f(x):

20" +20+42=0 = 2° -z -1=0
. —(-1) £ /(12 =41)(-1) 1+£V/T+4 1+V56
B 2(1) N 2 2
Llamemos a = 1’2‘/5 yb= 1+2\/5. La derivada de f(z) es f'(r) = —4z + 2. Evaluamos f’(z) en las
raices:
/ 1- \/5
f(a) = —4 5 +2=-21-v5)4+2=—-2+2V5+2=2V5#0.
1 5
F(b) = 4( +2‘[) +2=-20+V5)+2=-2-2V/54+2=—-2V/5+#0.
Como la derivada no es cero en las raices, la funcién h(xz) = |f(z)| presentard puntos angulosos en
x=ayx=Db,y por lo tanto no sera derivable en esos puntos. h(x) es derivable para x # #
1—+v/5 1 5
h(x) es derivable en R — \/_, + V5 :
2 2

b) Hallar el area de la region acotada por las curvas y = f(z),y =g(z),z =0y = = 2.

El area A viene dada por la integral definida de la diferencia absoluta entre las funciones:

2
A= [ 17w - g(wlas
Calculamos la funcién diferencia:
d(z) = f(z) — g(z) = (2 + 22 — 22%) — (2 — 62 + 42® + 22%)
=2+20—22° — 2+ 6z — 42° — 22°
= —22% — 627 + 8z
Buscamos las raices de d(z) para determinar los intervalos donde f(x) — g(z) cambia de signo.
223 — 622 +82x =0 = —2z(2*+3x—-4)=0
—2z(zx+4)(x—1)=0
Las raices son x =0, x =1, x = —4.

En el intervalo de integracion [0, 2], las raices son x = 0 y = 1. Debemos dividir la integral en [0, 1]
y [1,2]. Estudiamos el signo de d(z) = —2z(x 4+ 4)(z — 1) en los intervalos:

11 (V74
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— Intervalo (0,1): Tomamos z = 0.5. d(0.5) = —2(0.5)(0.5 + 4)(0.5 — 1) = (=1)(+)(-) = +.
Entonces f(z) > g(z) en (0, 1).

— Intervalo (1,2): Tomamos z = 1.5. d(1.5) = —2(1.5)(1.5 + 4)(1.5 — 1) = (=3)(+)(+) = —.
Entonces g(z) > f(z) en (1,2).
El area es: )
A= / N RUCENOIE
2
A:/O (—22° — 627 —|—8:c)d1:+/1 —(—22° — 62° + 8z)dx

1 2
A= / (—22% — 62° + 8x)dz + / (223 4 622 — 8x)dx
0 1

Calculamos la primitiva:

. 1
/(sz3 — 622 + 8x)dx = D Sl 63 +8— = ——a* — 223 + 42?

3 2 z ? 1, 3 2
(22° + 62° — 8x)dx =2— +6— —8— = —a* + 22° — 4z

Aplicamos la regla de Barrow:

/01(21:36332+8x)d:1: = {;x‘* 227 +4x2} 1 = <;(1)4 —2(1)® +4(1)2> —(0) = f%f2+4 = g
/12(2x3 + 62” — 8z)dx = [;x +24° } ( +2(2)°% - 4(2)2> - @(1)4 +2(1)% - 4(1)2>
(126+16—16) ( +2—4>= (—2>=8—(—§>=8+‘;:129.

El area total es:

El area de la regién acotada es 11 unidades cuadradas.

12 (V74
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Ejercicio 3. Opcién B. Geometria

=2
Dados el plano w: x4+ 3y+2z+4+14 =0 y larecta r = {:1: 5 se pide:
z

a)
b)

c)

Hallar el punto del plano mas proximo al origen de coordenadas.

Calcular la proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano .

Hallar la recta con direccién perpendicular a r, que esté contenida en 7w, y que corte al
eje OZ.

Solucién:

a)

b)

Hallar el punto del plano mas proximo al origen de coordenadas.

El punto P del plano 7 mas proximo al origen O(0,0,0) es la proyeccion ortogonal de O sobre 7. Se
encuentra en la interseccién de 7 con la recta s que pasa por O y es perpendicular a 7. El vector normal
amesn; = (1,3,2). Este es el vector director de la recta s. Ecuacion de la recta s:

r=0+1A= X
s=y=0+3A=3A
z=042\=2\

Hallamos la intersecciéon P = s N 7 sustituyendo las coordenadas de s en la ecuaciéon de 7
AN +33BN)+2(20)+14=0
A+9A+42+14=0
14 =-14 = A =-1.

Sustituimos A = —1 en las ecuaciones de s para obtener el punto P:

P=(-1,3(-1),2(~1)) = (~1,-3,-2).

El punto del plano mas préximo al origen es P(—1,—3, —2).‘

Calcular la proyeccion ortogonal del eje OZ sobre el plano .

La proyeccion ortogonal p del eje OZ sobre el plano 7 es la recta interseccion de m con el plano 7’ que
contiene al eje OZ y es perpendicular a w. Plano 7': Contiene al eje OZ (vector director dpz = (0,0, 1)

y punto 0(0,0,0)). Es perpendicular a w (vector normal rn, = (1,3,2)). El vector normal a 7/, n7,

debe ser perpendicular a dgz y a .

na =1y X dog = = i(3—0)—j(1—0)+k(0—-0) = (3,-1,0).

O = S
O WSy
— N R

La ecuaciéon de 7’ es de la forma 3z — y + 0z + D = 0. Como pasa por O(0,0,0), D = 0.
7 =3x—-y=0.

La recta proyeccion p Es la interseccion de w y «'.

_ r+3y+22+14=0
S 3z—-y=0

13
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z+3y+22+14=0
3r —y=20

La proyeccion ortogonal del eje OZ sobre 7 es la recta p = {

c) Hallar la recta con direccion perpendicular a r, que esté contenida en 7, y que corte al

eje OZ.
o . T =2 .
Recta buscada t: Sea d; su vector director. Recta r = - Su vector director puede obtenerse
z =
haciendo y = . Entonces r : (2 11,5). Un vector director es d, = (0,1,0).

—tlr = dt L d - dt ( ]. )
—tCrnm = dt 1 TLﬂ- — dt (1 3 2) 0
El vector dt es perpendicular a dT. y 7ir. Podemos tomar d; como su producto vectorial:

dy = d, x 1y, = —i(2-0)—j(0—0)+k0—1) = (2,0,—1).

—= O =
W =
N O Y

La recta t debe cortar al eje OZ (z = 0,y = 0). Sea @ el punto de corte. @ tiene la forma (0,0, zg).
Como t C m, el punto @ debe pertenecer a 7. Sustituimos (0,0, zg) en la ecuacion de 7:
0+3(0) +2(20) +14=0 = 229 =—14 = 2z =—T.

El punto de corte es (0,0, —7). La recta ¢t pasa por Q(0,0,—7) y tiene vector director d, = (2,0,—1).

Ecuacién paramétrica de t:

z=0+2)\ =2\
t={y=0+0A=0 . AER.
p=—T—1A=-T—\

La recta buscada es t = (x,y,2) = (2A,0,—7 — A). ‘

&
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Ejercicio 4. Opcién B. Probabilidad

El 65% de los universitarios de 18 afnos que intentan superar el examen practico de conducir
lo consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 anos que ya han superado
el examen practico de conducir. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado mas de un intento para
superar el examen practico de conducir.

¢) Aproximando por una distribucién normal, determinar la probabilidad de que, dados 60
de estos universitarios, como minimo la mitad superase el examen practico de conducir a
la primera.

Solucién:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran mas de un intento.
Sea p la probabilidad de superar el examen a la primera: p = 0.65. Sea ¢ la probabilidad de necesitar
més de un intento: ¢ =1 —p =1—0.65 = 0.35. Se escogen n = 10 universitarios. Sea X la variable
aleatoria: "ndmero de universitarios (de los 10) que necesitaron més de un intento". X sigue una

distribucién binomial B(n = 10,p = ¢ = 0.35). Buscamos P(X = 3):

P(X =) = (Z)pm _pnt

P(X=3)= (130) (0.35)3(0.65)1073 = (13()) (0.35)%(0.65)7

10) _ 10! 10X9x8 __ 120.

3 371 3x2x1

Calculamos el coeficiente binomial: (

P(X =3)=120-(0.35)%- (0.65)" ~ 120 - (0.042875) - (0.0490315...) ~ 0.2522

| P(X = 3) ~ 0.2522]

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado méas de un intento.
Buscamos la probabilidad de que X > 1. Es el suceso contrario a que ninguno necesitara mas de un
intento (X = 0).

PX>1)=1-P(X=0)
10
P(X =0) = (0 ) (0.35)°(0.65)1° = 1-1-(0.65)'° ~ 0.01346

P(X >1)=1-10.01346 ~ 0.9865

|P(X > 1) ~ 0.9865
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¢) Aproximando por normal, probabilidad de que, dados 60, como minimo la mitad superase
a la primera.

Ahora N = 60. Sea Y la variable aleatoria: "nimero de universitarios (de los 60) que superan el examen
a la primera". Y sigue una distribucién binomial B(N = 60,p = 0.65). Buscamos P(Y > 30) (como

minimo la mitad de 60). Aproximamos por una distribucion normal Y’ ~ N(u,0?). Media: = Np =

60 x 0.65 = 39. Varianza: 0> = Npq = 60 x 0.65 x (1 — 0.65) = 60 x 0.65 x 0.35 = 39 x 0.35 = 13.65.
Desviacion tipica: ¢ = v/13.65 ~ 3.6946. Verificamos condiciones para la aproximacién: Np =39 > 5

y Ng =60 x 0.35 = 21 > 5. La aproximacion es valida. Y’ ~ N(39,13.65). Aplicamos la correccion
por continuidad de Yates:
P(Y > 30) ~ P(Y' > 29.5)

Estandarizamos la variable Y’ para usar la tabla N(0,1):

Y —p  295-39  —95

Z = = = ~
o Vv13.65 3.6946

—2.571

Buscamos P(Z > —2.57).
P(Z > —2.57) = P(Z < 2.57)

Usando la tabla de la distribuciéon normal N(0,1): buscamos el valor para z = 2.57.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 05160 05199 0,5239 0,579 0,6319  0,56359
0,1 0,5398 05438 05478 0,5517 0,5557  0,5596 05636 0,575 0,5714  0,5753
02 05793 0,5832  0,5871 05910 05948 0,5987 0,6026  0.6p64 06103  0,6141
03 06179 06217 0,6255 06293  0,6331 0,6368 0,6406 06§43 06480 0,6517
04 06554  0,6591 0,6628 06664 0,6700 0,6736 06772 0,608 06844 0,6879

0,5 06915 06950 06985 0,7018 0,7054  0,7088 0,7123  0,7§57 07190 0,7224
0,6 0,7257  0,7291 0,7324 0,7857  0,7389  0,7422 0,7454 0,7§86  0,7517  0,7549
0,7 0,7580 0,761 0,7642 0,7673  0,7704  0,7734 0,7764  0,7f94 07823  0,7852
08 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0878 08106 0,8133
09 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 08264  0,8289 0,8315  0,8p40 0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438  0,8461 08485 0,8508  0,8531 08554 08p77 08599  0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686  0,8708 08729  0,8749 08770 0890 0,8810 0,8830
1,2 08849 0,8869 0,8888  0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8p80  0,8997 0,9015
13 0,9032 09049 09066  0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 09§47 09162 09177
1,4 09192 09207 0,9222 09236  0,9251 0,9265 09279 0,9p92 09306 0,9319

15 09332  0,9345 0,9357 0,9370 0,9382  0,9394 0,9406 0,9p18 09429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 09484  0,9495  0,9505 09515  0,9p25 0,9535  0,9545
ot 09554 0,9564 0,9573 0,9582  0,9591 0,9599 09608 0916 0,9625  0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656  0,9664  0,9671 0,9678 09686  0,9p93 0,9699  0,9706
1.8 09713 09719 09726 09732 0,9738  0,9744 09750  0,9f56 0,9761 0,9767

2,0 09772 09778 09783 09788 0,9793  0,9798 0,9803 0,9808 09812 0,9817
21 0,9821 09826 0,9830 09834 09838 0,9842 0,9846  0,9B50 09854  0,9857
2,2 0,9861 0,9864  0,9868 0,9871 0,9875 0,9878  0,9881 0,9p84 09887  0,9890
23 09893  0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909  0,9p11 0,9913  0,9916
24 0,9918 0,9920 0,9922 09925 09927 0,9929  0,9931 0,9p32 0,9934  0,9936

2‘5 - Yaves nynr\An r\vnnnq nlnn/ld n.nnAc n'nnAc FaWalav.[+] 09949 OngS‘I 0‘9952
2,6 09953 0,9955 0,9956 09957 09959 09960  0,9961 09962 0,9963 0,9964
aw nooar N oarR 0 0aR7 N aaRg N QoRa noa7n naa71 naa72 N 9a73 098974

P(Z <2.57) =0.9949

La probabilidad es aproximadamente 0.9949.
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