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Matemáticas II. Madrid 2023, Extraordinaria

Ejercicio 1. Opción A. Álgebra

Dadas las matrices A =

(
2 1 0
−1 0 2

)
, B =

(
b 0
1 b

)
se pide:

a) Calcular el determinante de AtA.
b) Calcular el rango de BA en función de b.
c) Calcular B−1 para b = 2.
d) Para b = 1, calcular B5.

Solución:

a) Calcular el determinante de AtA.

Calculamos la traspuesta de A:

At =

2 −1
1 0
0 2


Calculamos el producto AtA:

AtA =

2 −1
1 0
0 2

( 2 1 0
−1 0 2

)
=

4 + 1 2 + 0 0− 2
2 + 0 1 + 0 0 + 0
0− 2 0 + 0 0 + 4

 =

 5 2 −2
2 1 0
−2 0 4


Calculamos el determinante:

det(AtA) =

∣∣∣∣∣∣
5 2 −2
2 1 0
−2 0 4

∣∣∣∣∣∣
= 5(1 · 4− 0 · 0)− 2(2 · 4− 0 · (−2)) + (−2)(2 · 0− 1 · (−2))

= 5(4)− 2(8)− 2(2)

= 20− 16− 4 = 0

det(AtA) = 0

b) Calcular el rango de BA en función de b.

B es 2× 2, A es 2× 3. El producto BA será 2× 3.

BA =

(
b 0
1 b

)(
2 1 0
−1 0 2

)
=

(
b(2) + 0(−1) b(1) + 0(0) b(0) + 0(2)
1(2) + b(−1) 1(1) + b(0) 1(0) + b(2)

)
=

(
2b b 0

2− b 1 2b

)
El rango de una matriz 2×3 puede ser como máximo 2. Para determinar el rango, buscamos un menor
de orden 2 no nulo. Consideramos el menor formado por las columnas 2 y 3:

M12,23 =

∣∣∣∣b 0
1 2b

∣∣∣∣ = b(2b)− 0(1) = 2b2

Si 2b2 ̸= 0, es decir, si b ̸= 0, entonces existe un menor de orden 2 no nulo, y Rg(BA) = 2. Si b = 0, la
matriz es:

BA =

(
0 0 0
2 1 0

)
Esta matriz tiene una �la no nula, por lo que su rango es 1.
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Si b ̸= 0 ⇒ Rg(BA) = 2. Si b = 0 ⇒ Rg(BA) = 1.

c) Calcular B−1 para b = 2.

Para b = 2, la matriz es B =

(
2 0
1 2

)
. Calculamos su determinante: |B| = 2(2) − 0(1) = 4. Como

|B| ≠ 0, existe la inversa. Calculamos la adjunta: Adj(B) =

(
2 −1
−0 2

)
=

(
2 −1
0 2

)
. Calculamos la

traspuesta de la adjunta: (Adj(B))t =

(
2 0
−1 2

)
. La inversa es B−1 = 1

|B| (Adj(B))t.

B−1 =
1

4

(
2 0
−1 2

)
=

(
2/4 0/4
−1/4 2/4

)
=

(
1/2 0
−1/4 1/2

)
.

B−1 =

(
1/2 0
−1/4 1/2

)

d) Para b = 1, calcular B5.

Para b = 1, la matriz es B =

(
1 0
1 1

)
. Calculamos las primeras potencias:

B2 = B ·B =

(
1 0
1 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
1 + 0 0 + 0
1 + 1 0 + 1

)
=

(
1 0
2 1

)
.

B3 = B2 ·B =

(
1 0
2 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
1 + 0 0 + 0
2 + 1 0 + 1

)
=

(
1 0
3 1

)
.

Parece seguir el patrón Bn =

(
1 0
n 1

)
.

Aunque es opcional, podemos intentar demostrarlo por inducción:

Base: n = 1, B1 =

(
1 0
1 1

)
. Cierto.

Hipótesis: Suponemos Bk =

(
1 0
k 1

)
.

Paso: Bk+1 = Bk ·B =

(
1 0
k 1

)(
1 0
1 1

)
=

(
1 + 0 0 + 0
k + 1 0 + 1

)
=

(
1 0

k + 1 1

)
. Cierto.

Por lo tanto, para n = 5:

B5 =

(
1 0
5 1

)
.

B5 =

(
1 0
5 1

)
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Ejercicio 2. Opción A. Análisis

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehículo híbrido. El gasto en
litros de combustible por cada 100 kilómetros en función de la velocidad, medida en decenas
de kilómetros por hora, es

c(v) =

{
5v
3

si 0 ≤ v < 3

14 − 4v + v2

3
si v ≥ 3.

a) Si en una primera prueba el vehículo tiene que circular a más de 3 decenas de kilómetros
por hora, ¾a qué velocidad debe ir el vehículo para obtener un consumo mínimo?

b) Si en otra prueba el vehículo debe circular a una velocidad v tal que 1 ≤ v ≤ 8, ¾cuáles
serán el máximo y el mínimo consumo posibles del vehículo?

Solución:

a) ¾A qué velocidad (v > 3) debe ir el vehículo para obtener un consumo mínimo?

Para v > 3, la función consumo es c(v) = 14 − 4v + v2

3 . Buscamos el mínimo de esta función en el
intervalo (3,∞). Calculamos la derivada:

c′(v) = −4 +
2v

3

Igualamos la derivada a cero para encontrar puntos críticos:

−4 +
2v

3
= 0 =⇒ 2v

3
= 4 =⇒ 2v = 12 =⇒ v = 6.

El valor v = 6 está en el intervalo (3,∞). Comprobamos si es un mínimo usando la segunda derivada:

c′′(v) =
2

3

Como c′′(6) = 2/3 > 0, la función tiene un mínimo relativo en v = 6. Como es el único punto crítico
en (3,∞) y es un mínimo, es el mínimo absoluto en ese intervalo.

La velocidad para un consumo mínimo (con v > 3) es de 6 decenas de km/h (60 km/h).

b) ¾Cuáles serán el máximo y el mínimo consumo posibles del vehículo para 1 ≤ v ≤ 8?
Necesitamos encontrar los extremos absolutos de c(v) en el intervalo cerrado [1, 8]. Primero, veri�camos

la continuidad en el intervalo. La función es continua en [0, 3) y en [3,∞) por ser lineal y polinómica
respectivamente. Estudiamos la continuidad en v = 3.

c(3) = 14− 4(3) +
32

3
= 14− 12 +

9

3
= 2 + 3 = 5.

lim
v→3−

c(v) = lim
v→3−

5v

3
=

5(3)

3
= 5.

lim
v→3+

c(v) = lim
v→3+

(
14− 4v +

v2

3

)
= 14− 12 + 3 = 5.

Como los límites laterales coinciden con c(3), la función es continua en v = 3 y, por tanto, en todo
el intervalo [1, 8]. Por el Teorema de Weierstrass, existen máximo y mínimo absolutos en [1, 8]. Estos
pueden ocurrir en los extremos del intervalo (v = 1, v = 8) o en los puntos críticos dentro del intervalo
(1, 8). Los puntos críticos son aquellos donde la derivada es cero o no existe.
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Derivada en (0, 3): c′(v) = 5/3. No se anula nunca.
Derivada en (3,∞): c′(v) = −4 + 2v/3. Se anula en v = 6. Este punto está en el intervalo (1, 8).
Derivabilidad en v = 3:

c′(3−) = lim
v→3−

5/3 = 5/3

c′(3+) = lim
v→3+

(−4 + 2v/3) = −4 + 2(3)/3 = −4 + 2 = −2

Como las derivadas laterales son distintas, c(v) no es derivable en v = 3. Este es un punto crítico.
Los candidatos a extremos absolutos son v = 1, v = 8 (extremos del intervalo), v = 3 (punto de no
derivabilidad) y v = 6 (punto donde c′(v) = 0). Evaluamos la función en estos puntos:

c(1) = 5(1)
3 = 5

3 ≈ 1.67.
c(3) = 5.

c(6) = 14− 4(6) + 62

3 = 14− 24 + 36
3 = −10 + 12 = 2.

c(8) = 14− 4(8) + 82

3 = 14− 32 + 64
3 = −18 + 64

3 = −54+64
3 = 10

3 ≈ 3.33.
Comparando los valores 5/3, 5, 2, 10/3: El valor mínimo es 5/3 (se alcanza en v = 1). El valor máximo
es 5 (se alcanza en v = 3).

Consumo mínimo posible: 5/3 litros/100km (a 10 km/h).

Consumo máximo posible: 5 litros/100km (a 30 km/h).
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Ejercicio 3. Opción A. Geometría

Sean el plano π : z = 1, los puntos P (1, 1, 1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos
P y Q.

a) Veri�que que los puntos P y Q pertenecen al plano π.
b) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.
c) Halle una recta que pase por P y tal que su proyección ortogonal sobre el plano π sea la

recta r, con la cual forme un ángulo de π
4

radianes.

Solución:

a) Veri�que que los puntos P y Q pertenecen al plano π.

El plano es π : z = 1. Para el punto P (1, 1, 1), su coordenada z es 1. Por tanto, P ∈ π. Para el punto
Q(0, 0, 1), su coordenada z es 1. Por tanto, Q ∈ π.

Ambos puntos cumplen la ecuación z = 1, por lo que pertenecen al plano π.

b) Halle una recta paralela a r contenida en el plano z = 0.

Recta r:

Pasa por P (1, 1, 1) y Q(0, 0, 1). Vector director d⃗r = Q⃗P = P −Q = (1− 0, 1− 0, 1− 1) = (1, 1, 0).

Recta buscada r′:
Debe ser paralela a r, por lo que su vector director d⃗r′ puede ser el mismo, d⃗r′ = (1, 1, 0).

Debe estar contenida en el plano z = 0. Esto signi�ca que todos sus puntos deben tener coordenada
z = 0.

Necesitamos un punto que pertenezca a z = 0. Podemos elegir el origen O(0, 0, 0).

La recta r′ pasa por O(0, 0, 0) y tiene vector director (1, 1, 0).

Ecuación paramétrica de r′:

r′ ≡


x = 0 + 1λ = λ

y = 0 + 1λ = λ

z = 0 + 0λ = 0

, λ ∈ R.

Una recta paralela a r en z = 0 es r′ : (x, y, z) = (λ, λ, 0).

c) Halle una recta que pase por P y tal que su proyección ortogonal sobre el plano π sea la
recta r, con la cual forme un ángulo de π

4
radianes.

Sea s la recta buscada. s pasa por P (1, 1, 1).

La proyección ortogonal de s sobre π : z = 1 es la recta r.

Vector director de r es d⃗r = (1, 1, 0).

Sea d⃗s = (a, b, c) el vector director de s.

Como s pasa por P ∈ π, la proyección de s sobre π es la intersección del plano π con el plano π′ que
contiene a s y es perpendicular a π. El vector normal a π es n⃗ = (0, 0, 1).

La proyección de d⃗s sobre el plano π es d⃗s − projn⃗(d⃗s).
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projn⃗(d⃗s) =
d⃗s · n⃗
|n⃗|2

n⃗ =
(a, b, c) · (0, 0, 1)

12
(0, 0, 1) = c(0, 0, 1) = (0, 0, c).

El vector proyectado es (a, b, c)− (0, 0, c) = (a, b, 0).

Este vector proyectado debe ser paralelo a d⃗r = (1, 1, 0).

Entonces, (a, b, 0) = k(1, 1, 0) para algún k. Esto implica a = k, b = k.

Podemos tomar k = 1, así que d⃗s = (1, 1, c).

Como la proyección es r, s no está contenida en π, por lo que c ̸= 0.
El ángulo θ entre s (con d⃗s = (1, 1, c)) y r (con d⃗r = (1, 1, 0)) es π/4.

Usamos la fórmula del coseno del ángulo entre dos vectores:

cos θ =
|d⃗s · d⃗r|
|d⃗s||d⃗r|

cos
(π
4

)
=

|(1, 1, c) · (1, 1, 0)|√
12 + 12 + c2

√
12 + 12 + 02

√
2

2
=

|1(1) + 1(1) + c(0)|√
2 + c2

√
2

=
|2|√

2(2 + c2)
=

2√
4 + 2c2

Elevamos al cuadrado ambos lados: (√
2

2

)2

=

(
2√

4 + 2c2

)2

2

4
=

4

4 + 2c2
=⇒ 1

2
=

4

4 + 2c2

1(4 + 2c2) = 2(4) =⇒ 4 + 2c2 = 8 =⇒ 2c2 = 4 =⇒ c2 = 2 =⇒ c = ±
√
2.

Hay dos posibles vectores directores para s: d⃗s1 = (1, 1,
√
2) y d⃗s2 = (1, 1,−

√
2). Como la recta s pasa

por P (1, 1, 1), las ecuaciones son:

s1 ≡ (x, y, z) = (1, 1, 1) + λ(1, 1,
√
2)

s2 ≡ (x, y, z) = (1, 1, 1) + λ(1, 1,−
√
2)

Las posibles rectas son:

s1 : (x, y, z) = (1 + λ, 1 + λ, 1 +
√
2λ)

s2 : (x, y, z) = (1 + λ, 1 + λ, 1 −
√
2λ)
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Ejercicio 4. Opción A. Probabilidad

Sabiendo que P (A) = 0.5, P (A|B) = 0.625 y P (A ∪ B) = 0.65, se pide calcular:

a) P (B) y P (A ∩ B).
b) P (A|A ∪ B) y P (A ∩ B|A ∪ B).

Solución:

a) P (B) y P (A ∩ B).

Usamos la de�nición de probabilidad condicionada:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

0.625 =
P (A ∩B)

P (B)
=⇒ P (A ∩B) = 0.625 · P (B)

Usamos la fórmula de la probabilidad de la unión:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

Sustituimos los valores conocidos y la expresión para P (A ∩B):

0.65 = 0.5 + P (B)− (0.625 · P (B))

0.65− 0.5 = P (B)(1− 0.625)

0.15 = P (B)(0.375)

P (B) =
0.15

0.375
=

150

375
=

30

75
=

6

15
=

2

5
= 0.4

Ahora calculamos P (A ∩B):

P (A ∩B) = 0.625 · P (B) = 0.625 · 0.4 = 0.25

P (B) = 0.4 y P (A ∩ B) = 0.25

b) P (A|A ∪ B) y P (A ∩ B|A ∪ B).

Calculamos P (A|A ∪B):

P (A|A ∪B) =
P (A ∩ (A ∪B))

P (A ∪B)

Dado que A ⊆ (A ∪B), la intersección A ∩ (A ∪B) es simplemente A.

P (A|A ∪B) =
P (A)

P (A ∪B)
=

0.5

0.65
=

50

65
=

10

13

Calculamos P (A ∩B|A ∪B):

P (A ∩B|A ∪B) =
P ((A ∩B) ∩ (A ∪B))

P (A ∪B)

Dado que (A ∩B) ⊆ (A ∪B), la intersección (A ∩B) ∩ (A ∪B) es A ∩B.

P (A ∩B|A ∪B) =
P (A ∩B)

P (A ∪B)
=

0.25

0.65
=

25

65
=

5

13

P (A|A ∪ B) =
10

13
y P (A ∩ B|A ∪ B) =

5

13
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Ejercicio 1. Opción B. Álgebra

Dado el sistema 
−2x + y + kz = 1

kx − y − z = 0

−y + (k − 1)z = 3

se pide:

a) Discutirlo en función del parámetro k.
b) Resolverlo para k = 3.
c) Resolverlo para k = 3/2 y especi�car, si es posible, una solución particular con x = 2.

Solución:

a) Discutirlo en función del parámetro k.

Matrices del sistema:

Matriz de coe�cientes A =

−2 1 k
k −1 −1
0 −1 k − 1


Matriz ampliada A∗ =

 −2 1 k 1
k −1 −1 0
0 −1 k − 1 3


Determinante de A:

|A| = −2

∣∣∣∣−1 −1
−1 k − 1

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣k −1
0 k − 1

∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣k −1
0 −1

∣∣∣∣
= −2(−(k − 1)− (−1)(−1))− 1(k(k − 1)− 0) + k(−k − 0)

= −2(−k + 1− 1)− (k2 − k)− k2

= −2(−k)− k2 + k − k2

= 2k − 2k2 + k = 3k − 2k2

= k(3− 2k)

El determinante se anula si k = 0 o 3− 2k = 0 =⇒ k = 3/2.

Discusión por casos (Teorema de Rouché-Frobenius):
Caso 1: Si k ̸= 0 y k ̸= 3/2. En este caso, |A| ≠ 0, por lo tanto Rg(A) = 3. Como la matriz ampliada
A∗ es 3 × 4, su rango es como máximo 3. Dado que Rg(A) = 3, necesariamente Rg(A∗) = 3. Como
Rg(A) = Rg(A∗) = 3 (número de incógnitas), el sistema es Compatible Determinado (S.C.D.).

Caso 2: Si k = 0. |A| = 0. La matriz A es

−2 1 0
0 −1 −1
0 −1 −1

. El menor

∣∣∣∣−2 1
0 −1

∣∣∣∣ = 2 ̸= 0. Por lo

tanto, Rg(A) = 2. La matriz ampliada A∗ es

 −2 1 0 1
0 −1 −1 0
0 −1 −1 3

. Consideramos el menor formado

por las columnas 1, 2 y 4:∣∣∣∣∣∣
−2 1 1
0 −1 0
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣−1 0
−1 3

∣∣∣∣ = −2(−3− 0) = 6 ̸= 0.

Existe un menor de orden 3 no nulo en A∗, por lo que Rg(A∗) = 3. Como Rg(A) = 2 ̸= Rg(A∗) = 3,
el sistema es Incompatible (S.I.).
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Caso 3: Si k = 3/2. |A| = 0. La matriz A es

−2 1 3/2
3/2 −1 −1
0 −1 1/2

. El menor

∣∣∣∣−2 1
3/2 −1

∣∣∣∣ = 2 − 3/2 =

1/2 ̸= 0. Por lo tanto, Rg(A) = 2. La matriz ampliada A∗ es

 −2 1 3/2 1
3/2 −1 −1 0
0 −1 1/2 3

. Comprobamos

el rango de A∗ orlando el menor 2× 2 no nulo con la cuarta columna y la tercera �la.∣∣∣∣∣∣
−2 1 1
3/2 −1 0
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣ = −2

∣∣∣∣−1 0
−1 3

∣∣∣∣− 1

∣∣∣∣3/2 0
0 3

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣3/2 −1
0 −1

∣∣∣∣
= −2(−3)− 1(9/2) + 1(−3/2) = 6− 9

2
− 3

2
= 6− 12

2
= 6− 6 = 0.

Como el único menor de orden 3 relevante es cero, Rg(A∗) = 2. Como Rg(A) = Rg(A∗) = 2 < 3
(número de incógnitas), el sistema es Compatible Indeterminado (S.C.I.) con un grado de libertad.

Si k ̸= 0, k ̸= 3/2 ⇒ S.C.D.

Si k = 0 ⇒ S.I.

Si k = 3/2 ⇒ S.C.I.

b) Resolverlo para k = 3. Para k = 3, estamos en el Caso 1 (S.C.D.). Usamos la Regla de Cramer.

A =

−2 1 3
3 −1 −1
0 −1 2

. |A| = 3(3)− 2(32) = 9− 18 = −9.

x =

∣∣∣∣∣∣
1 1 3
0 −1 −1
3 −1 2

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
1(−2− 1)− 1(0− (−3)) + 3(0− (−3))

−9
=

−3− 3 + 9

−9
=

3

−9
= −1

3
.

y =

∣∣∣∣∣∣
−2 1 3
3 0 −1
0 3 2

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
−2(0− (−3))− 1(6− 0) + 3(9− 0)

−9
=

−6− 6 + 27

−9
=

15

−9
= −5

3
.

z =

∣∣∣∣∣∣
−2 1 1
3 −1 0
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣
|A|

=
−2(−3− 0)− 1(9− 0) + 1(−3− 0)

−9
=

6− 9− 3

−9
=

−6

−9
=

2

3
.

x = −1/3, y = −5/3, z = 2/3

c) Resolverlo para k = 3/2 y especi�car, si es posible, una solución particular con x = 2. Para

k = 3/2, estamos en el Caso 3 (S.C.I.). Rg(A) = 2. El sistema es equivalente a tomar dos ecuaciones
linealmente independientes. Usamos las dos primeras:{

−2x+ y + 3
2z = 1

3
2x− y − z = 0

9

https://mentoor.es


Matemáticas II. Madrid 2023, Extraordinaria

Pasamos z al otro lado como parámetro: z = λ.{
−2x+ y = 1− 3

2λ
3
2x− y = λ

Sumamos las dos ecuaciones:

(−2 + 3/2)x = 1− 3

2
λ+ λ

−1

2
x = 1− 1

2
λ

x = −2(1− 1

2
λ) = −2 + λ

Sustituimos x en la segunda ecuación para hallar y:

y =
3

2
x− λ =

3

2
(−2 + λ)− λ = −3 +

3

2
λ− λ = −3 +

1

2
λ

La solución general es (x, y, z) = (−2 + λ,−3 + 1
2λ, λ) para λ ∈ R.

Buscamos la solución particular con x = 2.

x = −2 + λ = 2 =⇒ λ = 4.

Sustituimos λ = 4 en la solución general:

y = −3 +
1

2
(4) = −3 + 2 = −1

z = 4

La solución particular es (2,−1, 4).

Solución general (k=3/2): (x, y, z) = (−2 + λ,−3 + λ/2, λ), λ ∈ R
Solución particular (x=2): (2,−1, 4)
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Ejercicio 2. Opción B. Análisis

Dadas las funciones f(x) = 2 + 2x − 2x2, g(x) = 2 − 6x + 4x2 + 2x3 se pide:

a) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(x)|.
b) Hallar el área de la región acotada por las curvas y = f(x), y = g(x), x = 0 y x = 2.

Solución:

a) Estudiar la derivabilidad de h(x) = |f(x)|.
f(x) = −2x2 +2x+2. h(x) = | − 2x2 +2x+2|. La función f(x) es una parábola (continua y derivable
en R). La función h(x) = |f(x)| es continua en R. La derivabilidad puede fallar en los puntos donde
f(x) = 0. Buscamos las raíces de f(x):

−2x2 + 2x+ 2 = 0 =⇒ x2 − x− 1 = 0

x =
−(−1)±

√
(−1)2 − 4(1)(−1)

2(1)
=

1±
√
1 + 4

2
=

1±
√
5

2
.

Llamemos a = 1−
√
5

2 y b = 1+
√
5

2 . La derivada de f(x) es f ′(x) = −4x + 2. Evaluamos f ′(x) en las
raíces:

f ′(a) = −4

(
1−

√
5

2

)
+ 2 = −2(1−

√
5) + 2 = −2 + 2

√
5 + 2 = 2

√
5 ̸= 0.

f ′(b) = −4

(
1 +

√
5

2

)
+ 2 = −2(1 +

√
5) + 2 = −2− 2

√
5 + 2 = −2

√
5 ̸= 0.

Como la derivada no es cero en las raíces, la función h(x) = |f(x)| presentará puntos angulosos en

x = a y x = b, y por lo tanto no será derivable en esos puntos. h(x) es derivable para x ̸= 1±
√
5

2 .

h(x) es derivable en R −
{
1 −

√
5

2
,
1 +

√
5

2

}
.

b) Hallar el área de la región acotada por las curvas y = f(x), y = g(x), x = 0 y x = 2.

El área A viene dada por la integral de�nida de la diferencia absoluta entre las funciones:

A =

∫ 2

0

|f(x)− g(x)|dx

Calculamos la función diferencia:

d(x) = f(x)− g(x) = (2 + 2x− 2x2)− (2− 6x+ 4x2 + 2x3)

= 2 + 2x− 2x2 − 2 + 6x− 4x2 − 2x3

= −2x3 − 6x2 + 8x

Buscamos las raíces de d(x) para determinar los intervalos donde f(x)− g(x) cambia de signo.

−2x3 − 6x2 + 8x = 0 =⇒ −2x(x2 + 3x− 4) = 0

−2x(x+ 4)(x− 1) = 0

Las raíces son x = 0, x = 1, x = −4.

En el intervalo de integración [0, 2], las raíces son x = 0 y x = 1. Debemos dividir la integral en [0, 1]
y [1, 2]. Estudiamos el signo de d(x) = −2x(x+ 4)(x− 1) en los intervalos:
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� Intervalo (0, 1): Tomamos x = 0.5. d(0.5) = −2(0.5)(0.5 + 4)(0.5 − 1) = (−1)(+)(−) = +.
Entonces f(x) > g(x) en (0, 1).

� Intervalo (1, 2): Tomamos x = 1.5. d(1.5) = −2(1.5)(1.5 + 4)(1.5 − 1) = (−3)(+)(+) = −.
Entonces g(x) > f(x) en (1, 2).

El área es:

A =

∫ 1

0

(f(x)− g(x))dx+

∫ 2

1

(g(x)− f(x))dx

A =

∫ 1

0

(−2x3 − 6x2 + 8x)dx+

∫ 2

1

−(−2x3 − 6x2 + 8x)dx

A =

∫ 1

0

(−2x3 − 6x2 + 8x)dx+

∫ 2

1

(2x3 + 6x2 − 8x)dx

Calculamos la primitiva:∫
(−2x3 − 6x2 + 8x)dx = −2

x4

4
− 6

x3

3
+ 8

x2

2
= −1

2
x4 − 2x3 + 4x2

∫
(2x3 + 6x2 − 8x)dx = 2

x4

4
+ 6

x3

3
− 8

x2

2
=

1

2
x4 + 2x3 − 4x2

Aplicamos la regla de Barrow:∫ 1

0

(−2x3−6x2+8x)dx =

[
−1

2
x4 − 2x3 + 4x2

]1
0

=

(
−1

2
(1)4 − 2(1)3 + 4(1)2

)
− (0) = −1

2
−2+4 =

3

2
.

∫ 2

1

(2x3 + 6x2 − 8x)dx =

[
1

2
x4 + 2x3 − 4x2

]2
1

=

(
1

2
(2)4 + 2(2)3 − 4(2)2

)
−
(
1

2
(1)4 + 2(1)3 − 4(1)2

)
=

(
16

2
+ 16− 16

)
−
(
1

2
+ 2− 4

)
= 8−

(
1

2
− 2

)
= 8−

(
−3

2

)
= 8 +

3

2
=

19

2
.

El área total es:

A =
3

2
+

19

2
=

22

2
= 11.

El área de la región acotada es 11 unidades cuadradas.
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Ejercicio 3. Opción B. Geometría

Dados el plano π : x + 3y + 2z + 14 = 0 y la recta r ≡
{
x = 2

z = 5
, se pide:

a) Hallar el punto del plano más próximo al origen de coordenadas.
b) Calcular la proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π.
c) Hallar la recta con dirección perpendicular a r, que esté contenida en π, y que corte al

eje OZ.

Solución:

a) Hallar el punto del plano más próximo al origen de coordenadas.

El punto P del plano π más próximo al origen O(0, 0, 0) es la proyección ortogonal de O sobre π. Se
encuentra en la intersección de π con la recta s que pasa por O y es perpendicular a π. El vector normal
a π es n⃗π = (1, 3, 2). Este es el vector director de la recta s. Ecuación de la recta s:

s ≡


x = 0 + 1λ = λ

y = 0 + 3λ = 3λ

z = 0 + 2λ = 2λ

Hallamos la intersección P = s ∩ π sustituyendo las coordenadas de s en la ecuación de π:

(λ) + 3(3λ) + 2(2λ) + 14 = 0

λ+ 9λ+ 4λ+ 14 = 0

14λ = −14 =⇒ λ = −1.

Sustituimos λ = −1 en las ecuaciones de s para obtener el punto P :

P = (−1, 3(−1), 2(−1)) = (−1,−3,−2).

El punto del plano más próximo al origen es P (−1,−3,−2).

b) Calcular la proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π.

La proyección ortogonal p del eje OZ sobre el plano π es la recta intersección de π con el plano π′ que
contiene al eje OZ y es perpendicular a π. Plano π′: Contiene al eje OZ (vector director ⃗dOZ = (0, 0, 1)

y punto O(0, 0, 0)). Es perpendicular a π (vector normal n⃗π = (1, 3, 2)). El vector normal a π′, n⃗π′ ,

debe ser perpendicular a ⃗dOZ y a n⃗π.

n⃗π′ = n⃗π × ⃗dOZ =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
1 3 2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = i⃗(3− 0)− j⃗(1− 0) + k⃗(0− 0) = (3,−1, 0).

La ecuación de π′ es de la forma 3x− y + 0z +D = 0. Como pasa por O(0, 0, 0), D = 0.

π′ ≡ 3x− y = 0.

La recta proyección p Es la intersección de π y π′.

p ≡

{
x+ 3y + 2z + 14 = 0

3x− y = 0

13

https://mentoor.es


Matemáticas II. Madrid 2023, Extraordinaria

La proyección ortogonal del eje OZ sobre π es la recta p ≡
{
x + 3y + 2z + 14 = 0

3x − y = 0
.

c) Hallar la recta con dirección perpendicular a r, que esté contenida en π, y que corte al
eje OZ.

Recta buscada t: Sea d⃗t su vector director. Recta r ≡

{
x = 2

z = 5
. Su vector director puede obtenerse

haciendo y = µ. Entonces r : (2, µ, 5). Un vector director es d⃗r = (0, 1, 0).

� t ⊥ r =⇒ d⃗t ⊥ d⃗r =⇒ d⃗t · (0, 1, 0) = 0.

� t ⊂ π =⇒ d⃗t ⊥ n⃗π =⇒ d⃗t · (1, 3, 2) = 0.

El vector d⃗t es perpendicular a d⃗r y n⃗π. Podemos tomar d⃗t como su producto vectorial:

d⃗t = d⃗r × n⃗π =

∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
0 1 0
1 3 2

∣∣∣∣∣∣ = i⃗(2− 0)− j⃗(0− 0) + k⃗(0− 1) = (2, 0,−1).

La recta t debe cortar al eje OZ (x = 0, y = 0). Sea Q el punto de corte. Q tiene la forma (0, 0, zQ).
Como t ⊂ π, el punto Q debe pertenecer a π. Sustituimos Q(0, 0, zQ) en la ecuación de π:

0 + 3(0) + 2(zQ) + 14 = 0 =⇒ 2zQ = −14 =⇒ zQ = −7.

El punto de corte es Q(0, 0,−7). La recta t pasa por Q(0, 0,−7) y tiene vector director d⃗t = (2, 0,−1).

Ecuación paramétrica de t:

t ≡


x = 0 + 2λ = 2λ

y = 0 + 0λ = 0

z = −7− 1λ = −7− λ

, λ ∈ R.

La recta buscada es t ≡ (x, y, z) = (2λ, 0,−7 − λ).
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Ejercicio 4. Opción B. Probabilidad

El 65% de los universitarios de 18 años que intentan superar el examen práctico de conducir
lo consigue a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 años que ya han superado
el examen práctico de conducir. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran más de un intento para
superar el examen práctico de conducir.

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado más de un intento para
superar el examen práctico de conducir.

c) Aproximando por una distribución normal, determinar la probabilidad de que, dados 60
de estos universitarios, como mínimo la mitad superase el examen práctico de conducir a
la primera.

Solución:

a) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran más de un intento.

Sea p la probabilidad de superar el examen a la primera: p = 0.65. Sea q la probabilidad de necesitar

más de un intento: q = 1 − p = 1 − 0.65 = 0.35. Se escogen n = 10 universitarios. Sea X la variable

aleatoria: "número de universitarios (de los 10) que necesitaron más de un intento". X sigue una

distribución binomial B(n = 10, p = q = 0.35). Buscamos P (X = 3):

P (X = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

P (X = 3) =

(
10

3

)
(0.35)3(0.65)10−3 =

(
10

3

)
(0.35)3(0.65)7

Calculamos el coe�ciente binomial:
(
10
3

)
= 10!

3!7! =
10×9×8
3×2×1 = 120.

P (X = 3) = 120 · (0.35)3 · (0.65)7 ≈ 120 · (0.042875) · (0.0490315...) ≈ 0.2522

P (X = 3) ≈ 0.2522

b) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado más de un intento.

Buscamos la probabilidad de que X ≥ 1. Es el suceso contrario a que ninguno necesitara más de un
intento (X = 0).

P (X ≥ 1) = 1− P (X = 0)

P (X = 0) =

(
10

0

)
(0.35)0(0.65)10 = 1 · 1 · (0.65)10 ≈ 0.01346

P (X ≥ 1) = 1− 0.01346 ≈ 0.9865

P (X ≥ 1) ≈ 0.9865
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c) Aproximando por normal, probabilidad de que, dados 60, como mínimo la mitad superase
a la primera.

Ahora N = 60. Sea Y la variable aleatoria: "número de universitarios (de los 60) que superan el examen
a la primera". Y sigue una distribución binomial B(N = 60, p = 0.65). Buscamos P (Y ≥ 30) (como

mínimo la mitad de 60). Aproximamos por una distribución normal Y ′ ∼ N(µ, σ2). Media: µ = Np =

60× 0.65 = 39. Varianza: σ2 = Npq = 60× 0.65× (1− 0.65) = 60× 0.65× 0.35 = 39× 0.35 = 13.65.

Desviación típica: σ =
√
13.65 ≈ 3.6946. Veri�camos condiciones para la aproximación: Np = 39 > 5

y Nq = 60 × 0.35 = 21 > 5. La aproximación es válida. Y ′ ∼ N(39, 13.65). Aplicamos la corrección

por continuidad de Yates:
P (Y ≥ 30) ≈ P (Y ′ ≥ 29.5)

Estandarizamos la variable Y ′ para usar la tabla N(0,1):

Z =
Y ′ − µ

σ
=

29.5− 39√
13.65

=
−9.5

3.6946
≈ −2.571

Buscamos P (Z ≥ −2.57).
P (Z ≥ −2.57) = P (Z ≤ 2.57)

Usando la tabla de la distribución normal N(0,1): buscamos el valor para z = 2.57.

P (Z ≤ 2.57) = 0.9949

La probabilidad es aproximadamente 0.9949.
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